
Si beaucoup de grandeurs s'ajoutent (des poids, des
chiffres d'affaires, elc.), d'autres types de données, tels
les indices de prix sur des périodes successives, se com-
posent non par addition mais par multiplication.

Ces opérations lont naturellement apparaître les fonc-
tions exponentielles, tandis que les tonctions logarithmes
permettent de revenir à des modèles additifs. Nous rap-
pellerons simplement ici les propriétés et I'usage de ces
fonctions.

1. Les fonctions exponentielles

a) Exemple introductif
Une population s'accroît de 12 % par an; son effectif

est ainsi multiplié chaque année par un facleur (un indiæ) :
i  =  1 .12 .

Sur une période de 2 ans, l'effectif est multiplié par un
facteur 1,12'� ; sur 3 ans gr 1,123 ; sur 5 ans par i,125 ; ... i
sur N ans par 1,'12N.

Cette évolution est appelée exponentielle, et doit pou-
voi r  s 'évaluer  aussi  pour  des nombres non ent iers
d'années.

b) Fonction exponentielle de base a (a > 0)
Soit a un nombre strictement positif, la fonction expo-

nentielle de base a est la fonction notée a,, qui étend aux
nombres non entiers la fonction ( puissance de a ", déjà
c0nnue pour des exposants enliers. Cetle fonction est
définie pour toutes les valeurs réelles de la variable x et
ne prend que des valeurs striclement positives.

Si la base a est inférieure à 1, la fonction est décrois-
sante; si la base a est supérieure à 1, la fonction est
croissante (voir fig. 1).
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Les deux fonctions exponentielles les plus utilisées
sont l 'exponentielle de base 10, c'est-à-dire la fonction
10', et l 'exponentielle de base e (où e = 2,71828...), soit
e', couramment appelée fonction exponentielle.

Comme le montre I'exemple introductif, toute grandeur
évoluant d'une manière multiplicative stable s'exprime à
l'aide d'une exponentielle. Ce sera ainsi le cas d'un capi-
tal  placé à un taux d' intérêt f ixé, d 'une populat ion
s'accroissant de manière régulière, d'un prix en période
d'inflation constante, etc.

Si on note Ps la valeur initiale en période 0, et I le facteur
multiplicatif sur une période, la valzur en période T est :

P r = P o ' i ' '

On dit que la grandeur P suil une croissance exponen-
t iel le.  Et quand l 'évolut ion est cont inue, l 'expression
s'applique aussi pour des valeurs non entières de T.

c) Propriétés

o Croissance : Pour une base a supérieure à l, l'expo-
nentielle de base a croît d'une manière accélérée. Une



exponentielle de base a > 1 croît plus vite que n'importe
quelle fonction '. f(x) = vn.

On dit que . la croissance exponentielle dépasæ la
croissance polynomiale ".

o Propriété fondamentale :
x + y  x  y

d  = d  d .

Cette propriété usuelle pour des valeurs entières de x
et y est générale; on dit que " les fonctions exponen-
tielles lransforment les sommes en produits ".

Cette propriété s'accompagne des corollaires :
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2. Les lonctions logarithmes

a) Fonction logarithme de base a (a > 0)

Soit a un nombre strictement positif, ia fonction loga-
rithme de base a est la fonction réciproque de I'exponen-
tielle de base a, elle est notée :

log"(x) ou log"x.

On a donc si x = a' '. z = logax. En d'autres termes, le
logarithme de base a du nombre (strictement positif) x est
I'exposant dont il faut affecter a pour obtenir x.

Figure 2

Les deux fonctions logarithmes les plus utilisées sonl :
- les logarithmes de base 10, ou logarithmes décimaux :

log16x, rntés plus simplement log(x) ou log x;
- les logarithmes de base e = 2,71828, appelés /oga-

rithnes népériens (du nom de I'inventeur des loga-
rithmes, Neper) : log, (x) notés plus simplement In(x)
0u In x.

b) Proprlétés

o Prooriété fondamentale :

log " (x . Y) = log "(x) + log " (Y)'

Cette propriété est la propriété inverse de celle des
fonctions exponentielles ; on dit que . les logarithmes
transforment les produits en somme ". Elle s'accompagne
des corollaires :

l o g a ( 1 )  =  0  ( e t  l o g e ( a )  = 1 )
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l og ,  x -=  b . log" (x ) .

o Proportionnalité des lonctions logarithmes :

Les fonclions logarithmes sont toutes proportionnelles.
Ainsi, par exemple : In(x) = 2,3026 . log (x) et, plus géné-
ralement : log, (x) = log, (10) . log (x).

c) Emploi des logarithmes

L'emploi des logarithmes permet de transformer les
modèles multiplicatifs (ou exponentiels) en modèles addi-
tifs, plus aisés à traiter.

On suppose ainsi que les deux grandeurs y et x sont
liées par une relation de type exponentiel :

f = a x ' b '

En prenant les logarithmes (par exemple népÉriens),
on obtient la relation équivalente :

In(y) = x. In(a) + In(b).

Cette dernière relation est une relation du premier
degré, ou linéaire, enfe la grandeur transformée, In(y), et x.

Que ce soit pour tester la liaison expnentielle enlre
les grandeurs initiales (y et x), ou pour en estimer les
paramètres (a et b), il est beaucoup plus facile de tra-
vailler sur la relation transformée [entre ln(y) et xl.
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3. Moyenne géométrique

a) Exemple lntroductif

Dans un pays donné, I'inflation est de 40 % une année,
de 10 % I'année suivanle, puis de 5 % la lroisième année.
On se demande quelle inllation annuelle conslante aurait
le même etfet sur la periode de trois ans.

Les prix sont multipliés par 1,40 la première année, par
1,10 la deuxième et par 1,05 la troisième;on cherche
l'indice annuel d qui, répété trois années de suite, a le
même effet que I'enchaînement des trois indices (t) pré-
cédents :

i  .  i .  i  =13 =  1 ,40  x  1 ,10  x  1 ,05 ,

ce qui se résout en prenant la racine cubique du produit :

= 1,1737 .

L'inflation annuelle moyenne, c'est-à-dire l ' inflation
annuelle constante qui aurait le même effet, est donc de
17,4%.

On voit qu'il ne s'agit pas ici d'une moyenne arithmétique;
cette nouvefle moyenne estdite noyenne géonétrique.
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b) Définition

On appelle moyenne géométrique des N nombres posi-
tifs : x,, xr, ... , xp le nombre positif noté G tel que :

G N = x r . x a . x 3 . . . . . x N .

ll s'agit de la racine Nième du produit des N nombres
positifs :

G =  - /x r  .  xz .  xs .  - .  JN

que l'on préfère noter :

O =  ( r ,  .  Xz .  xs  . . . .  .  , r ) t ' ^ ,

(on rappelle que {T est une notation traditionnelle de xt'2;.
On voil que la recherche d'un effet multiplicatil moyen

conduit naturellement à une moyenne géométrique ; tel
est le cas avec les taux d'inflation successifs, les taux
d'intérêt, etc., mais il taut taire attention de calculer la
moyenne géométrique non pas des taux eux-mêmes,
mais des indices multiplicatifs correspondants.

La moyenne géométrique est un indicateur de la ten-
dance cenlrale.

i = 1 , 4 0 x 1 , 1 0 x 1 , 0 5


